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Bezeichnet man mit r und x die halbpolaren Koordinaten eines 
Punktes eines um die x- Achse gleichmäßig sich drehenden Rotations- 
körpers und mit A r und d x seine Verschiebungen in radialer und 
achsialer Richtung, so sind die Spannungen gegeben durch die 
Gleichungen : 



(i) 






Die Druckspannungen sind positiv, die Zugspannungen negativ 
bezeichnet. <J r und o* x sind die Normalspannungen in radialer und 
achsialer Richtung; 6 t ist die normal zur Meridianebene wirkende 
Normalspannung, r die einzige in Betracht kommende Schubspannung, 
deren Wirkungsebene der Meridianschnitt des Körpers ist v bedeutet 
die kubische Ausdehnung, dargestellt durch den Ausdruck 



(2) 



1 

v= — 
r 



<?(r, 



Ar) <?(^.r) 
r + Sx ' 



K und sind die Kirchhoffschen Elastizitätskonstanten. Be- 
zeichnet man mit w die Winkelgeschwindigkeit, mit y das spezifische 
Gewicht des Materials und mit g die Beschleunigung der Schwere, 
so lauten die für ein tonnengewölbsteinförmiges Volumselement 
giltigen Gleichgewichtsbedingungen : 
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(3) 



wobei 



(•) 



_ 4 _ 

2(1+0) £ü + I.^ = O , 



9(Ax) 9 {Ar) 



ist. (Siehe G. Lame: Lecons sur la theorie mathematique de Pelasti- 
cite. S. 182 u. f.) 1 ) 

Setzt man in den Gleichungen (3) für 

Ar = — + CV + C' 2 r + C 8 '.r + C%* r 2 + C 3 ra; + C, 1 x* + dr* + 
£Y r 2 x 4- C 6 r «• + CV «», 

^/a;=C , 5"r4-C 6 a;+C 7 r 2 + C7 / ra;+ C 8 a; 2 + Cs'r* + C 9 r*x + 
+ C l 'ra!«+ C n x», 

so erhält man für die Konstanten folgende Beziehungen: 

C = C,' = C," = <y = CJ = 0,' = Cr' = <?„' = C,' = und 



(I) 



2(1 +0)(4C 4 + C 9 )-(C7 9 -C 5 )+ f^ = 0, 

2(l + 0)(C s -j-C 8 ) + (2 7 -C s ) = O, 
(1 +0)(2 C 5 + 3 C 10 ) + C 9 - C 4 = 0. 



Somit sind die Verrückungen z//- und z/a: gegeben durch die 
Gleichungen 



(5) 



Ar = Q + C 9 r + C»rx+ C t r*+ C b rx\ 
Ax=C % x + C-, r* + C 8 x*-\- C 9 r 2 x + C 10 cc s , 



wobei diese 10 Konstanten den drei Gleichungen (I) unterworfen 
sind. Somit nehmen die Gleichungen (2), (4) und (1) die folgenden 
Formen an: 

(6) v=2C t + C, + 2(C S + C s )x+ (4 C t +C 9 )r* + (2C 6 + SC 10 )x*, 

(7) ß=[(2C 1 — C,)+ft(C a -C 5 )xlr, 



i) Man setze in den für zylindrische Koordinaten giltigen Formeln die tangen- 
tiale Verrückung Null und mache außerdem alles unabhängig von der Lage der 
Meridianebene. 
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(8)< 



+ [3 C 4 + (4 C 4 + C 9 )] r 2 + [c,+0(2 C 6 + 3 C 10 )] * 8 }, 
« = _2*{+£ i + C f + 0(2C 1 + C 6 ) + [^^ 

+ [c 4 + (4 C 4 + C 9 )]r 2 -f[c 5 + 0(2 C 5 + 8C 10 )]a*}, 
tf ,= -2Jr{c 6 + 0(2C f + (7 e ) + 2[c 8 + 0(C I + C 8 )]a : + 

+ [<7 9 + 0(4G 4 + Og)]H + [8C lo + 0(2C 5 + 8C lo )]rf}, 
r = — ^[C 3 + 2C. r 2(C 5 + tf 9 )a]r. 




Fig. 1. 



Für jedes Oberflächenelement müssen die in der Richtung der 
Flächennormalen wirkenden Normal- und die Schubspannungen ver- 
schwinden. Nennen wir den Winkel, den die Normale r 4 (Abb. 1) 
mit der r- Achse einschließt, cc, so lassen sich für ein um diesen 
Winkel gedrehtes Koordinatensystem die Spannungen aus den Glei- 
chungen 

<y r ' = e r cos 2 a + ö x sin 2 cc — 2 r cos cc sin a, 
<j x '=e x cos 2 a + <7 r sin 2 a + 2 r cos a sin a, 

t' = r (cos 2 cc — sin 2 «) + (ß r — <* x ) cos a sin a, 



(9) 



finden. Für alle Punkte der Oberfläche muß 0/ = ^ = 0, somit 



{ff r cos 2 « + <* x sin 2 a — 2 r cos a sin a = 0, 
r (cos 2 a — sin 2 a) -f- (tf r — <r x ) cos cc sin « = 0, 



sein. 
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II. 



Wir stellen nun die weitere Bedingung, daß o a = x = J ) sei, d. b. 
der Körper soll in keinem seiner Punkte in der Richtung der Drehungs- 
achse beansprucht und # r eine Hauptspannung sein. In diesem Falle 
müssen außer den Bedingungsgleichungen (I) auch die folgenden, wie 
dies aus den letzten zwei Gleichungen (8) hervorgeht, erfüllt werden. 



(ID 



C, + 0(2(? 2 +C 6 ) = O, 

C 8 -f0(C 8 + C , 8 ) = o, 
C' 9 + 0(4C, + C 9 ) = O, 
3C I „ + 0(2C 5 + 3Q = O I 
C S + 2C 7 = 0, 
C b + C 9 = 0. 



Es liegen im ganzen neun Gleichungen mit neun Unbekannten 
vor, da C, in keiner derselben vorkommt; zwei derselben sind jedoch 
von den übrigen abhängig. Somit sind noch drei Konstanten will- 
kürlich (C„ C 2 , C 3 ). Bei der Elimination zeigt sich, daß C«, C 5 , C a 
und C 10 von den willkürlichen Konstanten ganz unabhängig sind. C 6 
kann man durch C iy C : und C s durch C 8 ausdrücken. 

Wir erhalten: 

r - - - 1 _+£ - £* 

*~ 16"(l + 2 0)*i^' 

r yw 2 



(ii) 



&= — 



4 (1 + 2 0) 
20 



1 +0 



C 2 , 



c.=- 







1 + 




c 10 = 



4(1 + 20) ify' 
02 

6(1 + 0) (1 + 20) 






Setzt man diese Werte in die Formeln für die Formänderungen 
und Spannungen ein, so bekommt man: 



*) Die im folgenden vorgeführten Lösungen der Gleichungen (3) erhielten 
keine größere Allgemeinheit, wenn nur t = gesetzt und o x hingegen unbestimmt 
gelassen würde. 
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(12) 



Jr=Q + C 2 r + C z rx 



1+0 



yvo % 

4(1 + 20)'% 



16(1 + 2 0)' Kg 



rx* 



4 20 n 1 ~ , ^ 8 

^ = -r+0 c ^-2- c 3 r2 -r+0 C ^ 2 

a 



4 (1 + 2 0) ' 



yw 2 



y iv 2 



x ö 



6(l + 0)(l+20)'-Kjf 

rpö c * + r+0 c * x ~ rö+T0)- % 



^ 2 r2 _ 







yw 2 



Ci , 1 + 30^ , 1+30 



2(l+0)(l + 20)*ify 
6 t = — 2K[ 



r 2 



1 + 

(1 + 3 0) 



1+0 

^4 



C$x- 



3 + 70 



16(1+20) 



4(1+0) (1 + 20)' JS^ 

Ci . 1 + 8 



*n i H30. „ 1 + 50 
l +0 °ai- 1 + W* 16(1 + 20) . 



yw* „_ 0(1 + 3 0)^ V!L 

"% r I^+eni+Je)' Kg 

t = 0. 






Setzt man in den Gleichungen (10) für ö x und x Null ein, so 
erhalten wir als Oberflächenbedingungen 
j ö r cos 2 a = 
i <y r cos a sin a = 0. 
Es muß also an der Oberfläche des Körpers <* r verschwinden. Somit 
lautet die Gleichung der Begrenzungsfläche, dessen Spannungen und 
Formänderungen durch die Gleichungen (12) gegeben sind, wie folgt: 



(13) _C 1 + T -p--C a r +-^-^0, 
0(1+3 0) 



xr 6 



3 + 70 yw 2 



16(1 + 2 0)*% 



y iv* 



X 2 r 2 = , 



4(1 + 0) (1 + 20)'% 
Der Rotationskörper entsteht also durch Drehung einer Kurve 
vierter Ordnung mit drei Parametern. C $ hat auf die Art der Meri- 
diankurve keinen Einfluß, sondern nur auf die Lage der dem halb- 
polaren Koordinatensysteme zugrunde liegenden Basisebene. Setzt 
man C 3 = (und wir wollen dies von nun ab stets tun), so hat man 
die zur Drehungsachse normale Symmetrieebene zur Grundebene 
gewählt; würde man C 3 einen gewissen Wert erteilen, so würde diese 
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Basisebene einen entsprechenden Abstand von der Symmetrieebene 
besitzen. Um das Wesen der Parameter C x und C a zu erkennen, 
wollen wir an ihrer Stelle in den Gleichungen (12) zwei neue ein- 
führen: für x = erhalten wir nämlich zwei reelle Werte für r, 
welche mit r a und ?\ bezeichnet seien; nehmen wir jedoch diese 
Werte r a und r, als gegeben an, so kann man C x und C* durch sie 
ausdrücken aus den Beziehungen 

c. i 1 + 3 Vr« 3+70 r.^r*-o 

ll+ 1 + ü,r ' 16(1+20)- Kg U ' 
wie dies aus der Gleichung (13) hervorgeht. 
Daraus ist aber 

3 + ™ r t r . ra? 

16(1 + 20) " ' 'Kg' 



(14) 



Cx- 



c t = 



<» + ^ (»±jg- (r .. + rff .y' 



16(1 + 20)(1 +30) v ' a ' ' x "K(j 

Setzt man also in den Gleichungen (12) und (13) einerseits für 
C 8 = 0, anderseits für C x und C* 2 die vorstehenden Werte ein, so 
lauten sie: 

1 r w *\(* 4. 7^ r - ,r ' 4. (3+70)(l+0) 



(16) 



^r = 



z/.r = 



16(1 + 20)' Ä# 
. (n 2 + *\ 2 ) r — ( 1 + 0) r» — 4 r x*\ 
yie»r 3 + 70 



2(1 + 20)* Kgl 4(1+30) 

-h 



(r.»+rfl + -r« + 



+ .: 



3(1+0) 
1 



.<C* 



v = 



y_u*r_3±T0_ 1 0_ 1 

^14(1+30)-^ +, ' ) 2 ? l+0 a J' 



2(1+2 0)' ify 1.4(1+ 30) 



3+70 ^[w_ (r . o2+r , )+r ,. 

4 0(1+ 3 0) 2 ] 
0) ir J' 



8(1+20)' g 



+ 



<ft = 



(l + 0)(3 + 7 
3 + 70 y 



8 (1 + 2 0) " 



9 L r s <»■ +»■ Ji 3 + 70 



+ 



+ 



4 0(1 + 30) 



(l + 0)(3 + 7 0) 



a*], 



<y« = 0, 
r =0. 
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(16) 



■r,« 



UV 



— 9 - 



r .2) r 2_|_ r 4^_ 



4 (1 -j- 3 0) 



: r 2 .r 2 = 0. 



(1 + 0)(3 + 70) 

Die Flächen gleicher kubischer Ausdehnung sind im allgemeinen 
homothetische Umdrehungsellipsoide; nimmt den Wert 1 an, so 
sind es konzentrische Kreise. 

Aus der vorstehenden Gleichung ergibt sich: 

»»-* + r, 2 2 0(1 + 30) 



r* = 



(1 + 0) (8 + 7 0) 



x* 



# 



2 (l + BKS + TflM ,fl7 " 

Man erhält an der Oberfläche für ein konstantes x, zwei zu- 
sammengehörige, reelle Werte für r, r^ und r 2 , wobei stets, wie aus 
der Gleichung (16) ersichtlich ist, r t r 2 = r a n konstant ist. Wenn 
der Ausdruck unter der Wurzel gleich Null wird, so erhält man 
nur einen Wert (r m ) für r, zu welchem ein gewisser Wert für x gehört 
(.r,*). Es ist 

' r w 2 = r a r„ 

(1 + 0) (3 + 7 0) 






4 0(1 + 30) 



(r a — r,-) 2 . 



Für diese Werte nehmen die Formeln (15) die folgende Gestalt an: 



(15 a) 



Ar 



v = 



1 + 2 yw 2 ^ 8 _y^ 2 



2Ä'(l + 30)' g 



r m * = 



Kg 



30)* g 



r 2 



<Jr=0, 

yw 2 

t = — 

9 

<Jx=O f 

x =0, 

2 7(^ fi I q ch 
wobei JE= — - , ~— — - den Elastizitätsmodul bedeutet. Diese For- 
1 + 20 

mein erhält man auch für die Spannungen und Formänderungen 
einer rotierenden, zylindrischen Membrane. 

Abb. 2 stellt für einen fixen Wert für r a und verschiedene 
Werte für r,- einige Fälle unseres Drehungskörpers dar. Die Meri- 
diankurve entartet einerseits zu einer Ellipse und einer Geraden 
(n = 0), anderseits zu einer kleinen geschlossenen Linie, die schließlich 
in einen Punkt übergeht (r a = n). 
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Da für diese Art Drehungskörper g x = x = Q ist, so kann man 
sie auch durch Schnitte normal zur Drehungsachse beliebig unter- 




Fig. 2. 

teilen, ohne das elastische Oleichgewicht zu stören. Diese Formeln 
enthalten also als Sonderfälle auch die für unendlich dünne rotie- 
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rende Scheiben, mit beliebigen äußeren und inneren Radius (r x und r 2 ) 
giltigen. Für Scheiben von endlicher Dicke können sie als Nähe- 
rungsformeln benützt werden; je kleiner r* im Verhältnis zu r a ist, 
desto größer kann die Dicke sein, ohne daß die Formeln zu unge- 
nau werden. 

Für ein konstantes x, d. h. für einen Schnitt normal zur Drehungs- 
achse, bekommt man die Stelle mit maximaler Radialspannung aus der 

±Vr a ri=d-r m , 



Bedingung -^ = = 



2 r. Es ist also r = 



welcher Wert von a; unabhängig ist. Verbindet man also die beiden 
Punkte mit maximalem x (x m ) unseres Rotationskörpers, so erhält 
man ein Gerade parallel zur Drehungsachse, welche für jede Scheibe 
die Stelle mit maximaler Radialspannung enthält. Diese Spannung 
selbst ist für ein bestimmtes x gegeben durch die Gleichung 



<Jr, 



(3 + 7 
8(1 + 2 



0) yw*V 

!0) y L (ra 



r,) 2 



4 (1 + 3 0) 



(1+0) (8 + 70) 



a;* 



Ist überdies x = 0, so bekommt man das absolute Maximum der 
radialen Spannungen im Bereiche des vorliegenden Drehungskörpers. 

1. Zahlenbeispiel: 

Es sei 0=1, r a = 20(cw), r,== 10 (cm). Die Gleichung der Ober- 
fläche lautet: 

200 000 — 2500 r 2 + 5 r* + 4 r 2 x* = 0, 
somit ist 



7-2=250— -- et* 2 ± 
5 



i 1 25 ° — T ^T — 40 ° 00, 



Für verschiedene Werte von x x sind die dazugehörigen 7^ und r 2 
in der folgenden Tabelle zusammengestellt: 



Tabelle 1. 



i ±* 





2 


4 


* 


6 


7 


8 


9 


10 


" 


11-18 


em 


r l 


10 


lO'l 


10'2 


10'4 


10*6 


10-8 


110 


115 


181 


183 


141 


cm 


r* 


20 


199 


19*6 


195 


190 


18-5 


181 


174 


16*6 


151 


141 


en 



Setzt man in die Gleichungen (15) die angenommenen Werte 
für 0, r a und r< und außerdem für K= 900 000 (kgcmr*) ein, so be- 
kommt man die Formeln: 
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(15 b) 



Ar 



21600 



1 yvfi r 0Q0 ^ + 1260 r _ ? , 3 _ 2 r X 2 

)0 000 q L 






](cm), 



4 x = 1 . V— .[— 1875 + 3 r« + x*\ x (cm), 

32 400 000 gl ~ ^ J v h 



v = 



10 800 000 g L 



•*4 



O r = iL . V— . HjOO 000 . -L — 2600 + 5 r« +- 4 a:*] (fycro-*), 
^ = i-.2i^ f_ 200000.4— 2500 + 3r 9 + 4x 2 J(fycro- 2 ), 




Fig. 3. 

Setzt man die in Tabelle 1 stehenden Wertepaare für x und r 
in die zwei ersten der vorstehenden Formeln ein, so bekommt die 
Verrückungen für einzelne Punkte der Oberfläche, so daß man den 
Querschnitt des Körpers während der Drehung zeichnen kann. 

(Tabelle 2, Abb. 3.) 

Tabelle 2. 



.r 





2 , 4 


* 


• 


7 




cm 


J'i 


0*001458 


0-00145 


0*00148 


0*00142 


000140 


000138 




cm 


J* 


0001250 


000124 


000128 


000122 


0-00181 


0-00120 


•£*> 


cm 


J*l 





—0*0000968 


—0000191 


—0 000236 


—0000279 


-0000819 


9 


cm 


J*l 





-0*0000422 


—00000876 


—0000118 


—0-000141 


—0000178 




cm 
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9 


8 


9 


10 


« 


1118 




cm 


Jr x 


000186 


000182 


0*00127 


000121 


000113 




cm 


Ar* 


0*00118 


0*00116 


0*00116 


0-00116 


0-00118 


.1* 
9 


cm 


J*\ 


—0000866 


—0000188 


—0-000418 


— 0-C00416 


—0000897 


cm 


4** 


—0000236 


-0-000246 


—0-000294 


—0*000864 


—0-000897 




cm 



Für # = 0, also für die Äquatorebene, bekommt man: 



Ar = * 



21 600 000 
A x = 0, 
1 






200 000.- + 1250 r — r 



■[(cm), 



v = 



t- s -[ 625 -4 



10 800 000 g 

6 r = -* - . y — UoO 000 . \ — 2600 + 6 r a (]kgcm- % \ 

1 vto % Y 1 1 

0| = - . «■ — I — 200 000 . — — 2500 + 8 r 2 I %cm-«), 

ö*=0, 
r =0. 

Für einige r sind die Spannungen und Formänderungen in 
Tabelle 3 zusammengestellt (Abb. 4). 

Tabelle 3 (x = 0). 



r 


10 


12 


14 


16 


18 


20 




cm 


Jr 


0001468 


0-00139 


000184 


0-00131 


000129 


0001250 




cm 


V 


0*00004861 



00000446 
— 826 


00000397 
—41-6 


00000342 
-866 


0-0000279 
—21-9 


0-00002083 



9 


legem- 9 


*t 


— 860 


— 288 


—244 


— 209 


— 179 


— 160 




kgcnT* 



Für einen Schnitt im Abstand von 4 cm {x = 4 cm) erhält man 
die Formeln: 



Jr= 



9 L 

^*=^Jr^- — I — 1859 + 3 r 2 ](cw), 
8100 000 £ L ' -T ' 



1 vt^T 1 

————.?— 200 000.- +1218 r 
21 600 000 j L r ' 



— r 8 (cm). 



v = 



10 800 000 



•*f[«— -} 



*, = ~ . ?1^! |~200 000 . - 2 — 2436 + 5 r a J (kgcmr*), 
(j t = J- . 2ÜH! T_ 200 000 . -- - 2436 + 3 r*J (kgcm~ «), 



<**=0, 
t = 0. 
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Somit erhält man folgende Tabelle: 

Tabelle 4 (# = 4 cm). 



r || 10-2 


12 


14 


16 


18 


19-6 




em 


Ar 


000148 


000137 


0*00182 


000129 


000126 


000123 


t 


cm 


A* 


—0-000191 


—0000176 


—0-000157 


—0000185 


—0000110 


—00000876 




cm 


V 


00000467 


00000481 


0-000088« 


0000327 


00000264 


00000209 


•fic« 


— 


° r 





—878 


—368 


-81-2 


—16-6 








kgcmT~* 


1 


—337 


—288 


—239 


—204 


—173 


—151 


\ 


' legem, 



In Abb. 6 sind diese Werte aufgetragen. 

Setzt man in die Gleichungen (15 b) für et* = 10 cm ein, so er- 
hält man die folgenden Formeln: 

1 vw 2 V 1 1 

. Y — [200 000 — + 1050 r — r 3 J (cm), 






21600 000 g 

ow * AA . — . [— 1775 + 3r 2 l (cm), 
3 240 000 gl l J v " 

1 •*?[•»—} 



10 800 000 



6 r = ~ '-. y — . [200 000 . ~ — 2100 + 5 r*\ (legem- 2 ), 

1 vw 2 r 1 1 

«5, = — /— . — 200 000.- Q — 21 00 + 3 r 2 (%cm- 2 ), 

1 ^ L ?'" J 



<*r=0, 

r = 0. 



Wir entwickeln folgende Tabelle: 

Tabelle 5 (x=10 cwi). 



' 1 


121 


14 


16 


166 


1 


cm 


Ar 


000127 


000121 


000117 1 


000115 


| 


cm 


A* 


— 0000413 


— 0000366 


— 0000811 


— 000C294 


1 


cm 


V 


00000851 


00000305 


00000249 


00000232 


1 T** 


— 


Zr 





— 83 


-»•» i 





! 9 


kgcm~ 


°' 


-281 


— 211 


— 176 ! 

i 


— 167 


1 


kgcmT~ 



Abb. 6 gibt diese Werte graphisch wieder. 

2. Zahlenbeispiel. 

Es sei = -. Die Gleichung der Oberfläche ist dann die folgende : 

20 

r* — (r a 2 + r*)i* + '- x* r* + r„* r* = 0. 
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Ist ferner r a = 20 (cm), r,== 10 (cm), so bekommt man: 
r 4 — f 500 — ^ # 2 J r 2 + 40 000 = 0, somit ist 

r* = 250 



■s-* 



i [ 250 — S^J — 4000 °- 



Aus dieser Gleichung lassen sich zu jedem x die dazu gehörigen 
Werte für r x und r t ermitteln (Tabelle 6, Abb. 2). 

Tabelle 6. 



X 


| 8 | 4 | 6 | 8 


10 | 11 | 19 | 13 


13-99 


cm 


*1 


10 
90 


100 
19-9 


101 
19*7 


10-5 
19*4 


10-6 
188 


11-1 
180 


11-4 
17-6 


11-8 
18-9 


19-4 
161 


141 
14*1 


em 
cm 





j-ü 



bl-b*-gi" 




Fig. 4 (x = 0). 



Fig 5 (x = 4). 



Fig. 6 (*=10). 



Für einen Punkt im Inneren des vorliegenden Körpers haben 
die folgenden Formeln Giltigkeit: 

Ar = k'Tj [ 26 ° 00 ° " l + 195 ° ~l r8 ~~ 2 r x *\ (cm) ' 

8 Kg L 3 J 

* = ll ' T" [ 2 ° ° 00 • 7 ~ 25 ° + \ r2 + 39 *] to™"" 1 )' 

<](%cm-*), 



(15c)< 



^=16-VL" 20 



000 «7i— « +ö-/ + ^ 



26 



39 



<J*=0, 

T =0. 
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3. Zahlenbeispiel. 



Es sei wieder = - und r a = 20 (cm); r { jedoch gleich 18 (cm). 

Die Meridiankurve des Drehungskörpers hat die Gleichung: 

20 



r 4 — 724 r* -f -- x 2 r* + 129 600 = 0. 
39 



Daher ist 



' = 862 - J? rf ± |^[ 3 62 - J? x'J- 129 600. 

Einige zusammengehörige Koordinaten dieser Kurve sind in 
Tabelle 7 (Abb. 2) enthalten. 

Tabelle 7. 



3 





1 | 2 


2793 


em 


»■l 

»*8 


18 
80 


181 
19*9 


183 
19-7 


1897 
18*97 


em 
em 



4. Zahlenbeispiel. 



Es sei 0=- r a = 20 (cm), r<=2(cm). Die Meridiankurve hat 



die Gleichung: 



Daher ist: 



— (404 — - - x*J r* + 1600 = 0. 



i L 202 ""^^ 2 ] "~ 1600 - 



r 2 = 202 — ^ x* 
39 



Um diese Kurve aufzeichnen zu können (Abb. 2), muß man zu 
verschiedenen x die Werte für r x und r, rechnen (Tabelle 8). 













Tabe 


Lle 8. 












1 * 1 





4 


• 


12 


16 | 20 


22 


24 


25 


26'1 | 


em 


»■1 


2 

20 


2*02 
198 


2-09 
191 , 


22 

180 


25 

16-3 


29 
138 


33 
120 


42 

9-6 


5-5 
73 


6-8 | 
6-3 


em 
em 



5. Zahlenbeispiel. 

Einen sehr einfach geformten Körper erhält man, wenn man 
r,= setzt. Die Gleichung (16) geht in diesem Sonderfalle in die 
folgende über: 
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4 0(1 + 30) 



(1 + 0) (3-J-70) 
4 (1 + 3 0) 



2f«: 



x x r 



0, 



• x* — r a * 



(1 + 0) (8 + 70) 

Dies ist die Gleichung eines (für die gewöhnlichen Werte von 0) 
verlängerten Drehungsellipsoides, dessen Achsen im Verhältnisse 




r; 



4 0(1 + 30) 



Fig 7. 

, i ^w* i » «x stehen. Auf dieses Rotationsellipsoid hat 

(1 + 0) (3 + 7 0) * 

M. L. Lecornu aufmerksam gemacht. (Comptes rendus 123, 1896, 
p. 96 — 99. Sur Tequilibre d'elasticite d'un corps tournant.) 1 ) 

Hat den theoretischen Wert -, so hat das Achsenverhältnis 



den Wert 



r 



39 
2Ö : 



: 1*3964, nimmt man = 1 an, so ist es 



n- 



1'1180. 



(Vgl. Fig. 2 mit Fig. 7.) 

l ) Lecornu verwendet diese Formeln zur Untersuchung rotierender Mühl- 
steine. Unsere Formeln sind insofern allgemeiner, als sie auch zur Untersuchung 
von Hohlscheiben (nicht nur von Vollscheiben) verwendet werden können. 
Leon, Proseminar-Aufgaben. 2 
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Die Gleichungen (15) lauten in diesem Falle, wie folgt: 



(15d) 



Ar = 



. * + p+7 0)(l±0) ,,, _ (1 + 0) ,, _ 



Ax> 



16(1+20)' Kgl l-|-30 
— 4 x* \r (cm), 

" 2 (1 -f 2 0) " Kg L 4(1 + 80) " T 2 ^ 



+ 







— x'\x(cm\ 



3(1 + 1 

1 >«>«[ 8 + 7 



V 2(l + 20)'Ä^L4(l + 30) ra2 2 r * 1 + 



.a? 



]• 



3 + 7 yu?\ . _ 4 0(1 + 30) 9 1, 

* 8(1 + 20)* L " + 3 + 70 r + 

](%cm-2), 



cm -2 ), 



4 0(1 + 30) 

'(l + 0)(3+70) i 



l 



$r=0, 
t =0. 



Die Flächen mit gleichen radialen oder tangentialen Span- 
nungen sind homothetische Umdrehungsellipsoide. 

Wir setzen nun für 0, K und r a spezielle Werte ein, nämlich 
= 1, K = 900 000 (kgcm-*), r« = 20 (cm). 

Die vorstehenden Formeln gehen dann in die folgenden über : 



(15 e) 



Ar= 

Ax = 

V = 



21 600 000 

1 



^- |1000 — r* — 2 xA r (cm), 
32 400 000 . ? y ! [-1500 + 3r 2 + , 2 ],(cm), 
_^.^[ 50 0-r 2 -4 



6r = Ä • IT ' [ — 40 ° + r * + T x *\ {k 9 cm ~ 2) > 

*' = U- 7J f m \r 400 + |r 2 +{ x 2 ](%cm- 2 ), 



:0. 
0. 



Die Oberfläche hat die Gleichung: 



r 2 _|_ a-2 



400. 
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Für einzelne Punkte der Oberfläche gibt die Tabelle 9 die 
Verrückungen an, welche in Abb. 7 graphisch wiedergegeben ist. 









Tabelle 9. 










r 


20 


1949 


178U 


1483 


894 


• i 


- 


cm 


i 

X 





6 


10 


16 


»0 


22*361 


— 


em 


dr 


0*0005666 


0000614 


0-000397 


0000227 


0*0000497 


' 


ff 


cm 


Jx 


e 


— 0-0000617 


—0*000186 


—0*000284 


—0 000681 


—0*000690 


cm 



Setzt man in den Formeln (15 e) für x Null ein, so erhält man 
die für die Äquatorebene giltigen: 

1 y \ 



A x = 



21 600 000 
0, 



^[lOOO — ^JrCcm), 



10 800 000 gl J 

6r = Tz ' 7 ~f [~ 40 ° + r2 ] {kgcm 2) ' 

<St = -£° 2 . Y — [— 400 -f 3 r*] (kgcm- 2 ), 



x = 0. 



Tabelle 10. 



>• j 





4 


1 8 


■ 12 


16 


20 | 




1 cm 


jr\ 





0*000182 


0000847 


0000476 


000547 


00005566 




cm 


V 

Zr i 


0O00C463 
— 166*7 


00000448 
— 160 


00000404 
— 140 


00«j003S0 
-107 


00000226 
— 600 


0*00000926 i 



9 


kgcm-* 


3 < ! 


— 1667 


. —163 

1 


— 150 


— 130 


— 103 


— 66*7 




kgcm~~ 



Um die Formeln für die Drehungsachse zu bekommen, ist 
r = zu setzen : 

A v = 0, 

Ax = - 



JL— . y — \— 1 500 + a* 2 1 x (cm\ 

32 400 000 gl ' J v '' 

1 *f[~-4 



10 800 000 

i v w 2 r i 

tf r = * = - . C_ [— 600 + .r 2 J (%cm-2) ; 
<7* = 0, 



2* 
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Tabelle 11 (x = 0). 








| * || 


4 ' 8 | 12 16 ' 20 | 22361 | 


|| « 


1 Jx 

1 v 

1 




0*0000469 

—1667 


—0*000183 
00000448 
—161 


—0000355 
00000401 
—145 


—0000502 
00000880 
-119 


—0 000614 

00000226 

-81-3 


—0 000679 

00000926 

-83-8 


—0 000690 




1^1 
9 j 


kgcm~~ 



Abb. 7 gibt die vorstehenden drei Tabellen wieder. 

Abb. 8 zeigt uns die Lage einiger Linien während der Drehung. 




Fig. 8. 



III. 



Es sei nun noch einer interessanten Abhandlung Erwähnung 
getan, welche offenbar ebenso wie die vorliegende Untersuchung 
durch die oben erwähnte Publikation Lecornu's angeregt wurde. Es 
hat nämlich Viterbi das elastische Gleichgewicht eines sich gleich- 
mäßig drehenden Drehungsellipsoides behandelt, dessen einzelne Teil- 
chen unter dem Einflüsse der Fliehkraft und der gegenseitigen 
Gravitation stehen. 1 ) In den einleitenden Worten weist der Ver- 
fasser auf die Wichtigkeit hin, welche ein Umdrehungsellipsoid als 
Gleichgewichtsfigur einer gleichmäßig sich drehenden flüssigen Masse 



*) A. Viterbi. Suir equilibrio d'un elliasoide planetario di rivoluzione elastico 
isotropo. Rendiconti della reale accademia dei Lincei (5), 12, [1], 249—267, 300—303. 
1903. Siehe auch: Die Fortschritte der Physik im Jahre 1903. S. 139. Die Viterbisehe 
Arbeit enthält einige störende Druckfehler. 
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besitzt, deren Teilchen sich nach dem Newton 'sehen Gesetze an- 
ziehen: es schwebt ihm nun vor, das elastische Oleichgewicht eines 
erstarrten, rotierenden Planeten zu untersuchen. Viterbi setzt eben- 
falls t = 0, läßt ö a jedoch unbestimmt. Das dreifache System, gebildet 
aus den Parallelkreisflächen, den Meridianflächen und den zur Dre- 
hungsachse koaxialen Zylindermäntel ist dann isostatisch, d. h. ein 
von diesen Flächen begrenztes Volumelement ist nur Normalkräften 
ausgesetzt. Man erhält durch diese Annahmen die Normalspannungen 
als Funktionen zweiten, die Verrückungen als Funktionen dritten 
Grades der Koordinaten. (Siehe Gleichungen 15 d.) Viterbi betrachtet 
die Dichte, Exzentrizität und Attraktionskonstante als bekannt und 
erhält einerseits bei Annahme der Elastizitätskonstanten die Winkel- 
geschwindigkeit, mit der das Ellipsoid sich drehen müßte, um im 
Gleichgewichte zu sein und anderseits bei Annahme der Winkel- 
geschwindigkeit die Elastizitätskonstante 0, also auch die sogenannte 
Poisson'sche Konstante, d. i. das Verhältnis von Längsdehnung und 
der ihr entsprechenden Querkontraktion. Viterbi findet die zum 
elastischen Gleichgewichte des Erdellipsoides notwendigen Bedin- 
gungen vollauf befriedigt 1 ) 

Im folgenden sei das elastische Gleichgewicht eines Drehungs- 
ellipsoides unter der alleinigen Wirkung der Gravitationskräfte 
untersucht. Die spezifischen Anziehungskomponenten in der r- und 
^•-Richtung sind lineare Funktionen der Koordinaten, 2 ) und zwar ist 
in der radialen Richtung A x r und in der axialen A 2 x wirksam, 
wobei für einen Punkt im Inneren des Ellipsoides 



(17) 






*) Anwendungen von Ergebnissen der Elastizitätslehre auf kosmische Fragen 
sind mit einer gewissen Reserve zu betrachten. Den Grundgleichungen der Elasti- 
zitätstheorie liegen das Hooke'sche und das Superpositionsgesetz zugrunde (dies 
entspricht der Entwicklung des elastischen Potentials bis auf Glieder, die in bezug 
der Deformationselemente von zweiter Ordnung sind). Inwiefern es zulässig ist bei 
kosmischen Körpern von diesen Annahmen Gebrauch zu machen, ist zunächst nicht 
zu ersehen. Es wird ferner die Dichte als konstant im ganzen Körper angesehen, 
welche sich jedoch, selbst wenn sie es anfangs gewesen wäre, durch die elastischen 
Kräfte ändert. Diese Änderung geht durch die ganze Masse 

2) Siehe: Thomson und Tait. Handbuch der theoretischen Physik, übersetzt 
von Helmholtz und Wertheim. Braunschweig 1874. § 622. 

Tisserand, Traitä de Mecanique Celeste, tome II, p. 62—64. 
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Es ist hierbei / die Attraktionskonstante und l 



rg* — 6* 



Dies 



gilt für a > &, also für das abgeplattete Ellipsoid mit den Halb- 
achsen a und 6. 

Ist 6 > a, so ist 



(17') 



wenn 






43rr — . — >-t- 

5 //•* 



Die Gleichgewichtsbedingungen lauten nun: 



(3') { 



h(i+^-:-^+^-o, 



c r 



c a* 



2(1 



c\r r c r ' Ä 



Wir entwickeln nun die Verrückungen bis auf Glieder dritter 
Ordnung, wobei wir schon darauf Rücksicht nehmen, daß r = 0, also 

— T — = ~ — sein soll. 



(18) 



C 



Bildet man aus den verliegenden Gleichungen v und (siehe 
Gleichungen [2] und [4]) und setzt ihre Werte in (3') ein, so erhält 
man folgende Beziehungen, denen die zunächst willkürlich ange- 
nommenen Konstanten A, B. C ... genügen müssen: 

(1 + 0) (4 C — D) + D + a x = 0, 
(19) { {l-\-0)(B + F)-B = O, 

{l + 0)tfI) n -3G) — 2D + a 2 = 0, 



wobei 



a x = -^ und a 2 = -^ ist. 



also 



An der Oberfläche ist 

| ö r 4 = = a r cos 2 « + 6 * s * n2 a = <f r + ^* — O sin 2 or, 
' - 1 I t' = = i fS r — 6 X ) cos « sin a, 



(20) 



ör = <J.r = 0. 
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5 (A r) A r 9 (A x) 
Bildet man aus den Gleichungen (18) — T — , — , — * — und 

setzt die so erhaltenen linearen Dilatationen nebst dem Werte für 
die kubische Ausdehnung v in die Formeln (1) ein und berück- 
sichtigt hierbei, daß die Gleichung der Oberfläche des zu unter- 
suchenden Ellipsoides 

x 2 v 2 
(21) 0=-+- T2 -l 

ist, so liefern die Oberflächenbedingungen noch folgende weitere 
Beziehungen zwischen den Koeffizienten der Verrückungen: 

' A + (2 A + E) + a* [3 C + (4 C — D)] = 0, 

J B+20( J B + J F) = O, 

-a 2 [3C+0(4C-D)]+6 2 [i) + 0(2i) + 36)] = ö. 

f E+0(2 A + E) + a*[— J9 + 0(4C — #)] = 0, 
(23) | 2^+20(F+5) = O, 

( __ a 2[_2>_|_ 0(4 (7_ D)]+& 2 [3G + 0(2Z>+3<?)] = O. 

Daraus folgt zunächst fi = F = 0. Es bleiben noch sechs lineare 
Gleichungen übrig, welche A, C, D, E, G, also fünf Konstanten 
enthalten. Im allgemeinen wird sich also zwischen a x und a* eine 
Beziehung ergeben. Man erhält somit durch diese Entwicklung nicht 
die Formeln für das elastische Gleichgewicht eines beliebigen Dre- 
hungsellipsoides, sondern eines solchen, dessen Halbachsen a und b 
einer ganz bestimmten Bedingung Genüge leisten. Die erste und 
dritte Gleichung (19), sowie die dritte Gleichung {22) und die dritte 
Gleichung (23) enthalten C, D, G. Aus ihnen ergeben sich die Be- 
ziehungen: 

4(1 + 0) a t 

D ~ 0— C + 0' 

r — 8 o 2 a i + «2 

*~ 3° 3(1+0)' 

02 1% a% _ (i 4_ 3 ) fc2 ai _ (! _^_ ) a 2 ai 



C = 



(l + 0)[4(l + 30)fc 2 + 0a 2 ] 



c _ b 2 a 8 — (1 + 0) q 2 a t 

~~ 4 (1 + 2 0) a 2 

Somit ist 

02 Ö2a 2 — (1 + 3 0}& 2 a x — (1 + 0)a 2 a x b 2 a 2 — (1 + 0) a 2 ^ 



(1 + 0) [4 (1 + 3 0) 6 2 + a 2 ] 4(1 + 2 0) a 2 

oder 
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(24) 4[««_(i + 80)~»(l + 0)^.^](l + 2i)jJ = (l + 20). 

.[4(i+ai) + .g][i-a+VS.g. 



Es ist nach früherem 



i 



«4 



, , . , |A a» - 6* 6« \f<*— *>* 



2 (Z — arc ty J) 
beziehungsweise 



a ± 
a 2 



ft 1 1+A 

A l = l—h* 2 l ° e i—h 
2 A 2 ~ 1 (\ 1m 1 + ä 



h l V b2 — a * _ i __L 62 _ 

a'|f 6* 2 l0g _]/T«=rf 



1/1. 1 

2U log T 



' 1/1 f * 2 ]A» — a«\ 

2l4 l0g . \fb*-a -\ ~^~) 



i-V^ 



6* 



Die Gleichung (24) enthält weder die Gravitationskonstante, 

noch die Dichte. Das Verhältnis der Achsen, für welches die 

Koordinatenrichtungen r und x Hauptspannungsrichtungen 

im ganzen Bereiche des gravitierenden Drehungsellipsoides 

darstellen,ist nur abhängig von der Elastizitätskonstanten0. 

A* yw 2 

Würde man in die Gleichung (24) für a t = j-^= — ^- und 

a 2 = setzen, so erhielte man eine Gleichung, aus welcher sich die 
Exzentrizität des Lecornu'schen EUipsoides rechnen ließe. Würde 

\ f y w 2 \ 

man hingegen für a 1 = -— ^( A x — - — ) setzen und a 2 unverändert 

lassen, so würde man in etwas anderer Form die von Viterbi ab- 
geleitete Beziehung erhalten. 
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Spannungen und Formänderungen einer um 
eine ihrer Achsen rotierenden elliptischen 

Scheibe. 



Bezeichnet man mit r und x die halbpolaren Koordinaten eines 
Punktes eines um die a>Achse gleichmäßig rotierenden, plattenför- 
migen Körpers, mit Ar und Ax seine Verschiebungen in radialer 
und axialer Richtung, so sind die Spannungen durch die folgenden 
Gleichungen gegeben: 

= _ K \ 3 ^ x "> 4- S ^ry\ 
[ er 9x J* 

Die Druckspannungen sind positiv, die Zugspannungen negativ 
bezeichnet. <r r und 6 X sind die Normalspannungen in radialer und 
axialer Richtung, x ist die Schubspannung, v bedeutet die kubische 
Ausdehnung, dargestellt durch den Ausdruck: 

\${Ar) , 5(Axr\ 



(2) 



~~ 1 rg_Cg^o . s{/ix\ \ 



if und sind die Kirchhoffschen Elastizitätskonstanten. Be- 
zeichnet man mit to die Winkelgeschwindigkeit, mit y das spezifische 
Gewicht des Materials und mit g die Beschleunigung der Schwere, 
so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 



(3) 



Sr 

9x 



dt 



y w 2 



•■o, 
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Setzt man die Gleichungen (1) in die vorstehenden ein, so be- 
kommt man: 



W 



,« • ««.^ v i S-\Ar) , 3* (Ar) yw l 



Entwickelt man Ar und Ax in folgender Potenzreihe 

^/ r = a r + 6 x 4- c ?* 2 4- d r x 4- e x 2 4-/r 3 4- # r 2 sc 4- A r x 2 4- i cc 3 , 



(5) 



so ist 



(6) 



i Ar = a' 

1 z/ <c = Ä r 4- Z # 4- m r 2 4- n r x 4- o x 2 +j) r z 4- qr 2 x 4- sr x 2 4- / a: 3 , 

i/= - .. fl 1 ö — l ~r 'v 2 c — w ; r — (^ — 2 o) x — (,3/-J- 5) r 2 -f" 
— 2 ((/ — *) ?* .?: — (ä — 3 x 2 \ 



a, & sind konstante Koeffizienten. 



Die Gleichungen (4> geben folgende Bedingungsgleichungen: 



U) 



f 1 — 30 
1 T 

1 —30 
l-f-0 

1 — 30 

1 — 30 
1 — 30 

1 — 

1 — 3 

1-T-0" 



( s 2 c — n) -j- 2 ^c — e) = 0, 



tf/-rgr)-8/-» T 



2' *r* 
2i^ : 



= 0, 



(d — 2 0) — 2 (tw -- 0) = 0, 
(# ~r *) ~r 3 jp -?- * = 0, 
<;Ä — 3 t) — q -— 3 t = 0. 



Für jedes Randelement müssen die in der Richtung der Nor- 
malen wirkenden Normal- und Schubspannungen verschwinden. 
Nennen wir den Winkel, den die Normale r 4 mit der ?*-Achse ein- 
schließt, a, so lassen sich für ein um diesen Winkel gedrehtes Koor- 
dinatensystem die Spannungen aus den Gleichungen 
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a r 4 = (j r cos 2 « -j- <r x sin 2 a — 2 r sin a cos «, 
(7) { <? x ' = 6 X cos 2 cc + <r r sin 2 a + 2 ir sin a cos a, 

r' = t (cos 2 a — sin 2 a) + (ö r — ff*) cos a sin cc, 
ermitteln. Für den Rand muß <r r ' = x* = () sein. 

Wir stellen nun die Bedingung, es soll <r x = t = sein, d. h. der 
Körper soll in keinem seiner Punkte in der Richtung der Drehungs- 
achse beansprucht werden und <r r eine Hauptspannung sein. In diesem 
Falle müssen außer den Gleichungen (I) auch noch die folgenden 
<II) und (III) erfüllt werden: 



(ir> { 



1+ 

n-t- 
2o- 

° + i 
3* + 







1 T 


l-f-0 




1 — 




(« + *) = o, 

(2 c -f n) = 0, 
(d-2o) = 0, 



1 — 




(0 -r *) = 0, 
(Ä 4-30 = 0. 



(III) 



& + b = 0, 
2 m + e? = 0, 
n + 2 e = 0, 

3^-1-^ = 0, 
5 + ä = o, 

* + 8 i = 0. 



Es liegen im ganzen 18 Gleichungen zwischen den 18 Koeffi- 
zienten vor, welche jedoch nicht alle voneinander unabhängig sind, 
so daß einige Koeffizienten unbestimmt bleiben. Man bekommt 

a = willkürlich, 



<«) 



b = willkürlich, 
c =0, 

d = willkürlich, 
e = 0, 

1 —20 



/ = ■ 



yw 2 
12(1 -f-3 0) ' ~K(j' 



l =- 

m = — 
n = 0, 

o = — 



1 + 20 
2' 







;<?> 



0=0, 
ä = — 



HC* 



4(1 + 30) ' Kg' 



i = 0, 
k = — b, 



2(1 + 20) 
^ = 0, 

_ ?>tü 2 

9 ~~ 4^1+30) * "%' 
« =0, 



12(1 -t-20) (1 + 30)' Kg' 



Setzt man diese Werte in die Formeln für die Formänderungen 
ein, so bekommt man: 
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(9) 



, l ' j 1 + 20 yvfl s 

4r = ar-\~ox-\-drx — ^rrr . ~ — • S— ** 3 — 







yt0 2 




12 (1 + 3 0) ' Kg 



rx 2 , 







4x=-br-^-ax-±r*- 2{i + zi3) 

yw 2 « , 2 



k • V- r » + . 



rf<C 2 + 



(10) 



^ 4 (1 + 8 0) * Kg ' 12 (1 + 2 0) (1 + 3 0) Kg 

i r . j 1+20 vmj* „ 
v= r+2-0L a+da; -4ä+30)-^7 r2 - 

yw? 2I 

4(t + 30)* Kg X J 



x» 



Daher ist 



(11) 



f ör = — r q^[(l+30)a + (l + 3 0)d.T- 

e + 'ifS"-'^} 



^ = 0, 

r = 0. 
Die Randbedingungen lauten nun 

{6 r cos 2 a = 0, 
<r r cos a sin a = 0, 

beziehungsweise <* r = 0. Somit lautet die Gleichung der die Scheibe 
begrenzenden Kurve 



(12) 



(1 + 30)a + (1 + 3 0) da — (1 + 2! 

— +- T — a 2 = 0. 
4Ä# 



y w 2 



r 2 — 



Dies ist die Gleichung einer Ellipse. Nennt man ihre Achsen 
a t und 02, so stehen diese Größen in folgendem Verhältnis zueinander : 



a t : Os = VIA : Kl + 2 0. 

Für = — , beziehungsweise = 1 bekommt man 1 : 2, bezie- 

hungsweise 1 : V 3. 

Die Kurven gleicher radialer Spannung und kubischer Aus- 
dehnung sind homothetische Ellipsen. 
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Wählt man den Mittelpunkt der Ellipse als Koordinatenursprung, 
so muß für Ar derselbe Wert erscheinen, wenn man darin statt 





x . . . — x einsetzt. Daher haben b und d für diese Lage des Koor- 
dinatensystems den Wert Null. Somit ist: 
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Ar = ar ■ 



— 30 - 
1 + 20 yw* 



12(1 + 3 0)Ä# 



2 



4(1 + 3 0) m Kg 
~ - r*x-\- 



V W o 



+ 



y ic 2 



.'tf* 



12(1— 2 0)(1 [-3 0)' Z^ * ' 
a _: •_ ___ ^2 



(13) < 



V 1 J 2 L i (1 + 30)' Kg 

yit? 2 "| 

4a-r30)-iT<7 X \' 



— ' iE* 



T = 0. 



Die Gleichung der Sandkurve lautet: 

(1 + 2 0) r 2 + .r 2 = (1 -|- 3 0) ^—4- «• 

y to- 
ll ist eine willkürliche Konstante. 

Es bedeutet hierbei z-r-r-z • — ? • a = a 2 2 das Quadrat der 



kleinen und 



1+30 ±Kg 



i-j-20'y«? 2 
a = a 1 2 das der großen Achse der Ellipse. 



y w : 
Für ;r = 0, d. h. für die Achse a 2 erhält man 



( 



(14) { 



1 — 20 yic 2 a 



12(1 + 30)' Kg 
Ax=0, 

1 r _ 1 + 20 yw 2 Q i 
V 1 -|- 2 [ a 4 (1 + 3 0) " Kg ' J' 

2(1 + 30^1^ 1-^-20 yir 2 %t 



<y r = — 
x =0. 



l-j-20 



[«- 



4 (1 + 3 0) ' Kg 



]• 



Da <J X und r Null sind, so kann man die elliptische Scheibe 
durch Schnitte normal zur Drehungsachse beliebig unterteilen, 
ohne das elastische Gleichgewicht zu stören. Die Gleichungen (13) 
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stellen also auch die Formeln für einen rotierenden Stab dar, wobei 



rl-j-30 4 Kg 



die halbe Stablänge bedeutet. 

Für r = 0, d. h. für die Drehungsachse ist: 



(15) 



Ax = — 



ax + 



yw* 

- — x 3 



1 — 20 ^ 12(1 +2 0) (1 + 80)' Kg ' 

_ 1_ r yw 2 2 i 

v ~ l + 2 0L a_ 4a +3 0) '~Kg X \ 



* — r=li[ tl+,,> — fJ&-l 



<7x = 0, 
x = 0. 



Die maximale Beanspruchung findet im Mittelpunkt statt. Dort ist : 

A r = A x = 0, 

1 



v = 



. a. 



1 + 20' ' 



2(1 + 30)J T 

O r = : z—z «» 



1 — 20 



6 X = r = 0. 
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Spannungen und Formänderungen einer 
rotierenden Kegelscheibe. 



Unter einer Kegelscheibe verstehe ich, wie Abb. l zeigt, eine 
Scheibe, deren Dicke proportional der Entfernung vom Mittelpunkte 
abnimmt. Dieser Körper sei in gleichmaßiger, drehender Bewegung 
um die Achse a gedacht. Der Winkel xp sei so klein, daß man 
noch von einem ebenen Spannungszustand sprechen kann. 

Die Formeln für die Spannungen lauten: 1 ) 



(1) 



6 t = 
X = 



nTr [Ar , 1 9(4 1) , n 1 

— 2K\ h-.-^— r^L 

L r * r 9<p ' J 
Lr ' 3cp ' 9r r A 



Die kubische Ausdehnung v ist gegeben durch den folgenden 
Ausdruck: 



(2) 



— * \ 9 ^r) Ar _1 9(Ai) \ 
V ~ 1 -f0l_ 9r "*" r + r ' 9tp J" 



Die Gleichgewichtsbedingungen (für ein kuppelgewölbsteinfor- 
miges Volumselement) lauten: 



( 9e r 1 9 (r cos (p) 



(3) 



2 ö r — 6 t y w a 



c'r rcosgo 



r = 0, 



c'qp 



3t , 1 9 (6 t cos y) , 3r_ 

3rr cos <p 3 y ' r 



9 Siehe G. Lama. Lecons aar la theorie malematique de l'elasticite. 
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Läge eine Scheibe von konstanter Dicke (eine Zylinderscheibe) 
vor, so hätte man (für ein tonnengewölbsteinförmiges Volumselement) 
folgende Bedingungen für das elastische Gleichgewicht erhalten 
(Abb. 2): 

' 9<f r . '1 <?r . 6 r — 6 t VW 2 

u - . i — r = 0, 

er r c <p r g 

(3a) I *1_l.1 il'4-Ü = o 

Die Anschauung lehrt, daß die einzelnen Punkte der Kegel- 
scheibe sich nur in radialer Richtung verschieben werden, d. h. daß 





Fig. 1. Kegelecheibe. 



Fig. 2. Zylinderscheibe. 



z/* = sein wird. Es werden ferner a r und 6 t Hauptspannungen sein, 
und daher die Schubspannung r verschwinden. Somit nehmen unsere 
Formeln die folgenden einfacheren Formen an: 



i4> 



(5i 



<* = — 2/i 



dr 



*v] 



i.i*' ' h- 



1 YdiJr^ , ^Jr\ 
V = rT0L dr~ f r~\' 



(6) 



(l 6, 
7/r 



2 <r r — 0/ y «: 



- r = 



:0. 



Die Gleich gewich tsbedingung einer gleichmäßig sich drehenden 
Zylinderscheibe lautet hingegen: 

Leon, Proseminar- Aufgaben. 3 
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(6a) ^ + ^^_^! r = . 
K dr r g 

Setzt man den Wert für v in die Gleichung (4) ein, so be- 
kommt man: 



(?) 



1 -f- L d r ' v ' r J 



<* = 



Ersetzt man in der Gleichung (6) die Spannungen durch die 
rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen, so bekommt man 
folgende Differentialgleichung: 

Für die Zylinderscheibe hätte man bekommen: 

r«^ <? 2 (^r) rfQrfr) z/r 1+0 yw» _ 

^ öa; rfr* rdr r 2 ^ 2(1 + 2 0) 'Ify 

Die Gleichung (8) ist eine lineare, nicht homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Durch Einführung einer neuen unab- 
hängigen Veränderlichen q, kann man sie in eine solche mit kon- 
stanten Koeffizienten verwandeln. Es sei 

q = log nat v und r = e Q . 

Somit ist 

dQ_ l 
dr r 9 

d(dr) 1 d(/lr) , 
, — - = — . — . — - und 
d r r d q 

d*^4r)_ 1 d 2 (/1r) 1_ dCdn 
d q 2 r 2 * d p* r 2 * </ ^ 

Man kann somit die Gleichung (8) auch in folgender Weise 
schreiben : 

d*(Jr) d (Jr) 14-0 4 l-»-0 



dp 2 [ </p 1 + 2 0' 2(1+20) 

J' ic 2 

'Kg 



V IC 2 
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Der rechte Teil der Gleichung sei mit V bezeichnet. Die redu- 
zierte Gleichung 

^> + ^> ! + ■,,_„ 

dg* dg l-r-20 

ist leicht aufzulösen. Ihr vollständiges Integrale ist 

4r = A&* l * + Be**Q f 

wobei x x und x^ die Lösungen der charakteristischen Gleichung sind, 
welche der gegebenen linearen und homogenen Gleichung (b) zuge- 
ordnet ist. Diese charakteristische Gleichung f( x) lautet: 

(0 / w _* + . -Jl+J^-o 

Daraus ist 

Das Integrale der Gleichung (b) lautet also: 

-4. und JS sind die willkürlichen Konstanten. 

Um das vollständige Integrale der Gleichung (a) zu bilden, 
braucht man nur die partikuläre Lösung dieser Gleichung zum voll- 
ständigen Integrale der Gleichung (b) zu addieren. (Siehe Serret, 
Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. III. Bd. S. 202 bis 
232). Die partikuläre Lösung ist durch die Formel 

J^ H e -i* m v& 9 + %l f Q e- x ' Q Vd 9 gegeben. 

f M = 2 x -f- 1 ist die Ableitung der charakteristischen Gleichung. 
Führt man die vorstehende Lösung weiter aus, so bekommt man: 

i i-L.0 y w* r -Y_i + i ^r^\ 

1 — 20 






3* 
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(d) = l±* l^eZQ 

K ' 2(11 + 280)" Kg 

Das vollständige Integrale der Gleichung (a) lautet somit: 
_ * + r w l e *Q 

2 (1 1 — 230)' Kg' ' 

Führt man in diese Gleichung an Stelle von q die Unabhängige 
r ein, so bekommt man als Lösung von (8): 



W 



l(- i + 1/^ 5 + 6 9 \ _ ! ( x + \ ^ 5-f 60 ^ 



l n -0 yw 2 

~2(i i+TsT ' Kg ' 



Für die Zylinderscheibe gilt hingegen: 

v ' r 1 6(1 — 2 0> Ä# 

Differenziert man die Gleichung (9) nach r, so bekommt man : 

3 (1 —0) y*c* ., 



2(1 l-j-230)" ÄV/ 
Es ist ferner: 



Z*r 1 f-3+1^ 5 + 6^ _lf 8 4-1^ 5i-6g ^ 

l +_?____ rr! r2 

2 (1 1 ^-230)' Kg ' 

Durch die Einsetzung der vorstehenden Werte in die Glei- 
chungen (5) und (7) bekommt mau: 

1/^6 - 6 N 



(10) 



2(1 -J 0» 3'™ 2 A , 2 ] 



11-230" 7v> 
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(11) 



--Tii{[-^+»>rm-3-__ 

+[ 1+ , i _,|r« r ifa*-ic + rj«o- 

(1 + 5 0) (1 -r- 0) Y W% A 

11 + 230 ' Ky V V 
Für r = r a und für r = ri wird <r r = 0. Somit erhält man die 
folgenden zwei Gleichungen zur B estimmu ng der Konstanten A und B: 

[_ , +(1 + ,„ jr|+|^ »i(— Vgg)- 

_[ 1+(1+28) |r^] Br H(-rgfj)- 



(8 + 7 0) (1 + 0) yio» 
11 + 230 Kg 



rA 



[_ 1 . Ml+t ^j+jgx r .i(-. + rsK)- 



__ (.8 + 7 0) (1 — 0) yw* , 
~~ 11+280 ÜT«/ 7 "' 

Daraus erhält man: 

4 = 



(12) 



(3 + 7 0^) (l ~0) 



r 



5 + 60 * 1 + 230 



-i + d+^0) r i + 20 ^ 

! A + l/~ 5 + 6 ^ * f? + IT ? + «^ . 



16 + 6» 
' 1+20 



— r t 



1 5+60 
* 1 



B = 



(1 + 2 0) 



1^ 5 + 6 ' 
] 1-4-2 



+ 20 

(3-^7 0) (1+0) 
1 1 +- 2 3 



^7-1/^ 8 + 6^ \(n-\ r * + 60 >j 1/^ 5 + 60 

• 1,^6 + 60 i^5 + 60 - {uri) Kg' 

* 1 + 20 / 1 + 20 

' a ' t 
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Man sieht, daß die exakte Lösung relativ ganz einfacher Auf- 
gaben zu ziemlich komplizierten Formeln fährt. 



n. 



Es sei nun r t = gesetzt. Für r a wollen wir 22 einführen. 



Es ist 



(13) { 



A = 



r6 — 6 ' 11 
r+y-0 



(3 + 70) (1 + 0) 
2 30 



J3 = 0. 






Man erhält ferner 



a4t) 



dr= — 



1 + 



yw 2 



2(3 + 70) 



2<1 '- 239) ■^i_ 1+( , + „r^i-; 



fr 



I1/6 + «* 1 



1 J/lü 2 ! 

2(1 l + 2~8~0> ' ~Kg 



1 + 



— 1 +(l-f-2 0) 

3 



r 5 4- 6 
__1 T 20 

r b-\ 6 - 
r+21 



*r 



<5 t = — 



H 54-60 

■wÜT m, -(?)^-j. 

; 11^6 + » 

__3 + 7 0_ y^M«» i+Fp ffiV 

11 T 230* # Lvä/ m \rJ ' 

0+ l/"^±l_ 

f 1 + 2 



1 Ki 
1 l-r 280 a # 



2 — 3 1 



r5-r 6 0' 



■(•+'«(J) Sr::S -(^- 1,, -< l + "'-J- 
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Die Zylinderscheibe hingegen gibt die Formeln: 

** 16(l+20fifyLl+30 r J' 



(Ua) 



8(1-20)* Jfy Li ^30 J' 

8(i + 20)- <, r r J- 

ff ' = -8-(-l + 2-0)-T[ (8+70)jB2 - (1 + 50) 4 



Für den Umfang, also für r = R gelten folgende Werte: 
2ai^230)[-l + (l+20 ) |r^] ^ 



(15) { 



v— 



2(11^230)[-l +( l-20)^i±|-a^ 



.^.Ä", 



ff r = 0, 



*, = — 



(J -|-0>(1 -f- 3 



'(■-f£-H) 



y M7 2 



( 1 1 - 2 3 ) [- 1 ~ i 1 -t- 2 ) J/ 5_|_^|J 



Ä*. 



(15 a)< 



zfv — . '. /?8 

8(1 -30)' Kg ' 

_ 1 -j- yie* 

V ~~ 8(1 r 2 0H1 -3 0) * ~~Kg 
<y r = 0, 



* 2 , 



<tt = 



1 + yi 



4(1 — 2 0) 9 



,£*. 



Für 0= gehen die vorstehenden Gleichungen in die fol- 

2 



genden über: 
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Kegelvollscheibe: 

9 Kg Kg 

18 Kg Kg ' 

<J r = 0, 

<* = — — . *— Ä 2 = - 0*27 *■ — 22* 



Zylinder vollscheibe: 



3 vic 2 « vw* 

40 Kg Kg * 

80 Kg 
6 r =0, 



•0375 ^Ä 2 , 



*i = - 



18 ^ <7 

Für den Mittelpunkt, also für r = 0, erhält man : 



(16) < 



Kegelvollscheibe: 
z/r=0, 

l/= OO, 



Zylinder vollscheibe 

z/r = 0, 

3-4-7 p 2 



8(l-p2 0;(l-f 80/ Kg 
3 -f- 70 pu? 2 
8(l-r20Vy 



(fr = Gt = — 



Ä 2 . 



Dies ist solange der Fall, als -y ■ T /1 < < r* Erßt 

2 J 1 -p 2 2 



wenn 



einen kleineren Wert als — - annehmen könnte, müßte man für die 

o 

Kegelvollscheibe v = <J r = *< = schreiben. Es braucht wohl nicht 
erwähnt zu werden, daß unendlich große Spannungen in Wirklich- 
keit nicht vorkommen können. 

III. 



Nimmt man für den Wert -- an, so sind die Formeln ver- 
hältnismäßig einfach gestaltet Die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung lautet: 

d*(Jr) ] d^r) 3 z/r 3 r^? r==0 
dr 2 rdr 2 r 2 ~"~ 4 ' ify 



Ihre Lösung ist gegeben durch 
4r = AVr -r—. I 



r Y r 



1 p 2 , 
80 Kg ' 



d i z/ r) z/ 7* 

Somit erhält man in einfacher Weise die durch — -z — und — 

dr r 

gegebenen relativen Längenänderungen in radialer und tangentialer 

Richtung. 

d(Jr)_ A BB 1 y w* 2 



dr 



2 Kr 2r 2 fr ^ Kg ' 
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Ar AB 

~-~r 



1 r&+ 



r Y'r r*Vr 30 ' K 9 
Es ist nun 

_ir 3 ^ B 1 X— *1 

v ~s[v7 .*V7 i5'ir«/ r J' 

_ 1 „[-3 4 hB |3 p ! ,-j 

"'- 3*lYr r'Kr 30 */'} 



<ft 



r 2f7 15 Kg 



■*IH 



]• 



Zur Bestimmung der Konstanten A und B dienen die folgenden 
Gleichungen: 

Daraus ist _ _ 

.13 r tt «V"r a — ri'Kn y «>* 
~ 90 ' r„* — *,* Jfy' 

^ =150 rJ--^> r >* r *'Xg' 

Nach Einsetzung der Werte für die Konstanten A und B kommt 
man zu den folgenden Resultaten: 



(17) 



v = 



\{ra*Vr a - r?Yr t ) r„* r,i.^-~(r.«-r,i)r»], 

1 
Tr 



13 



:.tff(r.*VT.-^rn)^- 



90(r„ 2 — »-,•*)• Jfy L 

— | (r« 2 f r^— r? Yri) r.«n» . ^y~~ ~ f 3 W ~ r '*- ''*]' 

rr= _ _i!~- .^f(r/K n—V/n) .^- 
4o(,r 2 — »r) 17 L Kr 

- (•-.« Kr. — r? Yr t ) rj r* . -^y^ - (r.» - r,*} r» ], 

r _ _ __ü ^r 3 f,.4f 7_ r .4f^ -)=_ 

''- 90(ro s_, v2) - «, L 3( '° ^ r ° '' Yr,) -Yr ' 

+ ('-* Vr~ a - rf Yri) r„* r? . ^^ — JJ (r.» - r,* ) r*]. 
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Für die Zylinderscheibe lauten die analogen Formeln wie folgt : 

30 yir*ri . , . , 1 „ „ 1 1 „1 

A 1 ' = Ü • Kg 1. 5 ' r " ~ rf ' r T 3 r " n • V " T3 H' 
13 yir s r 1 „ . . 2 1 

,._ " y»o»r r.»r,» 1 

*~ 32' L- ' 7-8 r J' 

* l ~ S2' g V a ' f| + r 2 13 r i 

Es sollen nun die Formeln für den Sonderfall spezialisiert 
werden, daß r t und r a nahezu denselben Wert R haben. Zu diesem 
Zwecke sind zuerst die Werte der in den Gleichungen (17) vor- 
kommenden Brüche zu ermitteln. Setzt man r { = r a = Ä, so ist 



r a A Vr a — r*Vr t 



0^ 



r<, A + r a 8 Vr a r. +r a H i ^r a 2 r l Vr a ri+r n 2 r i 2 + r, t ri 2 Vr (t ri+r a r^ + r l s Vr a ri+ r f 4 



[r a + r,) (Kr« + V r t ) 
= J-JBtVtf und 

r« 1 Kr^ — n 2 Kn o 



rf — r? 



i K» a r< - r r, -f »V Vr a r, + r, 2 _ 5 \f 



*■-$( 



Somit gehen die Formeln (17) in die folgenden über: 



z?. 



^18,) 



ff, = o, 

« = _£**. 



Setzt man auch in die für die Zylinderscheibe giltigen Formeln 
n = r a = ß f so erhält man ebenfalls die Formeln (18), wie es ja aus 
der Natur der Sache zu erwarten ist. 
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Für n = und r,« = Ä lauten die Gleichungen (17) 



(19) 



f 13 yi^rl „J/ R l "| 

kmm 



Ö/ = — 



13 y_w 2 
9Ö'~Ö" 



Man sieht sofort, daß a/, er r und <j, unendlich groß werden, wenn 
r den Wert Null annimmt. Bei der Zylinderscheibe tritt dies nicht 
ein Man erhält aus den Gleichungen (17 a): 



(19 a) < 



39 yw*v\ „ 1 ~\ 

16Kg[b 13 J* 

13 yifl 8 r_„ •] 

32 j [ 13 I 



Der Ausdruck 



ft 



IV. 



fi Gl 1 

nimmt für = - den Wert 2, für 

2 2 

= 1 hingegen den Wert 19 14... an. In den kautschukartigen 

Stoffen hat man elastische Körper mit kleinem K, für welche eine 

sehr große Zahl sein muß. Verhältnismäßig geringe Kräfte erzeugen 

bedeutende Formänderungen, wobei jedoch das Volumen sich fast 

• , *. , ^« , „ 5-1-60 

gar nicht ändert. Für = oo ist 
folgende Formeln: 



n 



2 



V$ und wir erhalten 



4r = Ar* 
i/ = 0, 



K- 1+ r»), 5r -K ,+ r»)_v.^ 



46 ' Kg 



* t = -K\»n.ArK- t ^ t )-tYiBT-k + Y*)- 



7 yw 2 
23'lfg 



•] 
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+(i _ Vi)flr -ic + r i )-f 8 ^4 

Die Konstanten <A und JS nehmen folgende Werte an: 
= _7_ rJH^-r.K'+K "') ^ 



,4 = 



46^3 



1^3 1^3 

r« f — r, r 



^' 



46 VT p p a ' '**' 

r d — r, 
Somit erhält man 



120) 



7 y M? a ' r, 
46^3 #? ^ 



JH"')-r,iH'') 



r a — vi 






v = 0, 

7 yw* 

* — n-T 



,,,H-R_,,H-r>) 



Y* Y' 6 



u-.+r* ,. K-r >)_ n K' -> •) 



)^8 /ö 



r /' r /%-i(- + ro-4 

_ 7 yw* 



6i = — 



46. VT 9 

K-+r>) 



(8 -r K 3, p^TTp ' 



+ (8-W 
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Über das Gleichgewicht einer Kegelscheibe, 
wenn die Temperatur eine Funktion des Radius ist. 

Die Formeln für die Wärmespannungen im polaren Koordinaten- 
systeme lauten: 

^ + 0*-(i + 30)a4 
Ar , 1 ?(At) 



0) 



ff,= — 2K 
<f,= — 2K 

ö, = -2A[— 



r 



r c (p 
sin (p At 
cosqp' r 



+ 01/ — (l + 30)a* 
rcosq>' 2ty 



- : - 0v - (1 — 3 0) a «J, 

^f 1 £(/ftf . 1 <?(//;/) , sin^ z/p] 
Lrcos<]p c^ r c-(p cos 9 r J 

L JV r rcosqp' ?ty v 

r, = - xfl.^L^^Jl 
Lr c <p cV r J 

Q ist der lineare Ausdehnungskoeffizient des Materials, s die 
Temperatur. 



(2) 



v = 



1 <?(?•». -^r) 



^COSqpz/0 

— 



^ { zip) 



r 2 ?r r cos <p ' 2cp ' r cos 9 <T # 

Die Bedingungen des Gleichgewichtes lauten: 
(r, 1 



(3) 



<?(*,, cos <p) 1 ?z t 2a r -<5t-G P 



VQQStp 

1 <?((*, cos gM 



+ . ^— + ■ 



V 



0, 



1 



sinop 
3 z p + <s lt 

c'Z r ' COS (f 



r cos (jp 



> 



r cos 9 <? ip r 



Tf 



1 »? (r r cos 9p) 1 



c 1 7" ?' cos <JP 



9 



sin qp 

+ t f^ + ?_?_??__ ^ J) 

v cos q>' cty r 



Siehe Lame. Lecons sur la theorie d'elasticitg. 

A. Leon. Über die Wfirmespannungen in runden Schornsteinen. Verlag 
Fromme. Wien. 1906. 
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Für eine Kegelscheibe spezialisieren sich diese Formeln in 
folgender Weise: 



(*) 



*— *P& 



d{Jr) , 



\-0v — (1 -j- 3 0) 



0«J, 



a , = -2K[— + -. - g - --r 0v - (i -r 30)as\, 



P = O, 

r r =0, 
x t =0, 



(5) 



(«) 



Lr &(p er r \ 

1 \3{dr) , z/r , 1 3(2ffl 
l-(-0L dr 



+ — f - . -~- + (l + 3 0)a*l. 
r r ücp _1 



30r J._^ 3 (r cos qp) , 2 P — <ft 



rcos<]p 



2(p 



r 



3t. 1 3 (4 cos qp) 3 t 

P7.+ -~--— ö— - + — = o. 



! r ' ?-cosqp 3 g) r 

Wir nehmen an, die Temperatur s sei eine Funktion des Radius. 

(7) s=f(v). 

In diesem Falle werden sämtliche Punkte der Kegelscheibe sich 
nur in radialer Richtung bewegen, so daß 

(8) 4t=0 

gesetzt werden kann Die Anschauung lehrt ferner, daß die radiale 
und tangentiale Normalspannung Hauptspannungen sind. Es ist also: 

(9) T = 0. 

Somit lauten unsere Gleichungen: 

0r = — 2 A -^r— • - v — (1 - i 3 ) a * L 
0,= — 2 2rU-^ - r 0v-- (1-j 3 0;as. 

(l ; -30ja« 



(10) 



(11) 

(12) 



1 \diylv) L 4r 
r 



1 -* L d r 

d r , 2 0, — 6 t 

- --j = 0. 

d r r 
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Setzt man den Wert für v in die Gleichungen (10) ein, so er- 
hält man: 

* — r^0L (1 ; 20)4 rr - ; 4-0--(i^30 ) a4 

2Ä r \ n d(/lr) , ,„ , ft v ^r , 1 

^--f^[«-V--f-a-f-a0) — --a-{-8 0)ofJ. 

Mit Hilfe dieser Beziehungen kann man die Gleichung ( 1 2) auch 
in folgender Weise schreiben: 

(13) (1 + 20)^ + 2 (14.1Ä_ (1 . i- )^_ 
»r ra?* r 2 

_ a+30)a ^ir) =o . 

rar 

Durch die Transformationsgleichung r = e$ führen wir nun für 
r eine neue unabhängig Veränderliche ein. Es ist 

q = log nat r und V^ = — . 
dr v 

Man erhält ferner: 

dL4r)__ 1 d (4r) 

dr ~~ r ' dp ' 
rf^fz/r) __ J. rf 2 (z/r) __ 1 rf (f/?0 d <*(*'') __ l d(s r') 

dr 2 r 2 ' dQ 2 r 2 ' d q d r r ' d q 

Die nichthomogene, lineare Differentialgleichung (13) geht so- 
mit in die folgende über: 

d 2 (4r) d(zlr) 1-0, 1 + 30 d(sr) 

(u) -rf7«- + -rfp — nf20^ 7= 7T^ a ~S7 ' 

Den rechts stehenden Ausdruck wollen wir mit V bezeichnen. 
Dies ist eine nicht homogene, lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Die reduzierte Gleichung 

d 2 U1r) , d(Jr\ 1 i-0 ^ 

(15) -^- f --rf7-"l-«" lr = 

ist leicht aufzulösen. Ihr vollständiges Integral ist 

Ar= C x e*i? — C 2 e T > P, 

wobei a\ und .r 2 die Lösungen der der Gleichung (.15) zugehörigen 
charakteristischen Gleichung 

(16) / i.n = . r t - : - .r _ A-Z - = o ist. 
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Es ist also 



_ ._ ± 4- I iTi-i- 6 - und 

1 2 2 f 1 + 2 

2 2 2 f 1 



5 -|- 6 

"20* 
Setzt man der Abkürzung wegen 

ri7 x Kft-*- 6 . , # 

(17 ' c = | r^ < solst 

r, = — ( — 1 — c) und 

Somit erhält man als Integral der Gleichung (15): 

C x und C 9 sind willkürliche Integrationskonstante. Um nun das 
vollständige Integrale der Gleichung (14) zu finden, muß man die 
partikulare Lösung der Gleichung (14) zum vollständigen Integrale 
der ihr zugeordneten reduzierten Gleichung (15) addieren. 1 ) Die 
partikulare Lösung ist durch die Formel 

e I e -* t Q Vd Q A- r r I *-«* Vd Q 

j w J /(»■»)•/ 

gegeben. f\ T) ist die Ableitung der charakteristischen Gleichung (16): 
y V (T) = 2a;- r 1. Es ist also 
f\x x \ = c und /•(*,)= — c. 

Führt man den obenstehenden Ausdruck weiter aus, so erhält man : 

1 + 30 a[-(-i+c)? /V _l(_i + f ) d(ar) - 
1-20 cl. J d q * 

Somit lautet das vollständige Integrale der Gleichung (14): 
(18. .|* j , -- d J d 9- 



i) Siehe Serret. Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. III. Bd. 
S 202, 224, 232, 233. 
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Führt man für q wieder die Variable r ein, so bekommt man : 

(19) 4r=C 1 r* +C t r » +_^ ii ._. 

Die relativen Längenänderungen -~ — - und — sind somit 
durch folgende Gleichungen gegeben: 

d(4r) 1, ^ , Nrr £ (-« + «) 1 ,. . ,/, -5(8+«) . 

r 1 ~ * ~l+20 c 

Setzt man nun diese Werte in die Gleichungen für v, 6 r und 
<J t ein, so bekommt man: 

(20) v =^i- T) { ( l+c)(7 1 ri < - ,+e) + (l-c)C' J r-ä (S+C) + 

1 1 + 20 cL v ' J d r 

_ (l _ o ,-i^^>^>^ r ] +2(1+30)a | 

Leon, Proseminar-Aufgaben- 4 
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(21) 



c-t-2 0c)C, r 8 



(22) 



— 50 

— £*{<- + 

„ • • «„ x^, -£<»+«> , 14-30 a 
_ (1 ^ Cn _ 20c) C 8 r * +rX20-c- 

< [ ( _ 1 + c + 20( . ) j ( - 8 ^ r -i<- 1 ^^ rfr u- 

T (l+c T 20c)r 2 fr 2 -~~rfr - 

— 2 (1-^3 0)a*j, 
ö t = — ^^{(2 + 3 + 00)^ r2 ( "" 8 " hc) -f-(2 + 30 — 0c). 

. c ., f V« + i±|.^[ (2+se+8c , 

.r* fr 3 -^ — J dr — (2 -f- 30 — c). 

.r 2 I r» .— ^ ■ dr — 2(1 + 3 0)a« . 

Zur Bestimmung von C x und C 2 dienen die Bedingungen, daß 
<y = wird, wenn r den Wert r a oder r t annimmt. 

Für den Wert = - ist c = 2 und unsere Formeln nehmen 

folgende Gestalt an: 



(23) 



— r 8 



V =i|3(? 1 r 



3l 



+ r~* rr^j^dr] 42 (1 + 3 0)0*1, 

_? /*r ? Jf 8r ) n \ 

+ br *l r 2 .-^— drj— 2 (14 3 0)08 [, 
h = -±kI 9 d r~*+ 5 C 2 r"L?o[9 r~* f^~».^°rfr- 
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wobei die Konstanten folgenden Bedingungen genügen müssen: 
3 C, n* — 6 C % + H a [3 r? ("r~* %!~) d r + 

+ 5 f'r*^— ] dr\ — 2(l + 3 0)asr,* = O, 
3 Ci r.t - 5 tf, + ? a [8 r.» J*" r ~* ^ <Z r + 

+ 5 j'ri^pdr^ — 2 (l +3 0) a« »•„*,= 0. 
Aus den vorstehenden Gleichungen bekommt man; 

J rfr ' 3Jti dr J ' 

5 6 

8 r„* — r, a L Jr, d r 

5 A. ?d(«r) , 5 A \d{sr) , ] . 



cur« 2 n 2 — 



1 1 
r a *—r t * 



r a * — r? ' 
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Über das elastische Gleichgewicht einer 
Kreisscheibe, in welcher die Temperatur 
in besonderer Weise von zwei Veränder- 
lichen abhängig ist. 

Die Formeln für die Spannungen im polaren Koordinaten- 
system lauten: 



(1) 



Lr d q> ' dr rJ 



z/r und At sind die Verrückungen, welche einerseits durch 
die Erhöhung der Temperatur, anderseits durch die elastischen 
Kräfte verursacht werden, v ist die raumliche Ausdehnung, a der 
lineare Ausdehnungskoeffizient des Materials. Druckkräfte sind 
positiv, Zugkräfte negativ in Rechnung gezogen. * ist die Temperatur, 
im allgemeinen eine Funktion der Koordinaten. Die räumliche Aus- 
dehnung, ausgedrückt durch die Verrückungen, hat folgende Form : 

Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 

0, 



(3) 



3 6 r 1 3* e r —6 t _ 
9r r '9(p~*~ r 

V" + - • n- H ' = °- 

ä r r d (p r 



Setzt man in die vorstehende Gleichung die Werte aus (l ) ein, 
so bekommt man: 
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(4) 



(6) 



9v 1 98 



4(l + 3 0)o|-*=O, 



1 Sv 98 1 3* 



5(z/_r) 
9> 






9(4 1) At 



ist. 



3r r 

Die Abhängigkeit der Temperatur von den Koordinaten soll 
durch folgende Funktion dargestellt sein: 
(6) t = a -+- b sin 2 <p. 

a und b sind beliebige Funktionen von r. 

(Siehe J. Stefan: Über das Gleichgewicht eines festen, elasti- 
schen Körpers von ungleichförmiger oder veränderlicher Temperatur. 
Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften 1881. 
S. 549 — 575. Abschnitt: Über das Gleichgewicht einer Kugelsohale, 
in welcher die Temperatur in besonderer Weise von zwei Variablen 
abhängig ist S. 565 u. f.) *) 

Es ist 

9s 9a . 9b . 



CT 



9r 9r 



— = 2 b sin w cos ©. 



Die Gleichungen (4) gehen somit in die folgenden über: 

9v 1 9ß (9a 9b \ 



(7) 



1 9 v 9 ß b 

2(1 + 2 0) -.^ — ^ — SC 1 + 30)a-sinqpcosgp = O. 



r ' 9 q> 

Statt v soll eine neue Veränderliche 17 eingeführt werden, und 
zwar so, daß 

< 8 > y= 2(l + 2 0)[ 1? + 4(l+B0)Q(a + 6sin2y) } 

Somit lauten nun die Gleichungen (7): 



(9) 



f 9ji 1 3ß s==0 
3r r "3<]p ' 
1 5 1 _5^ =o 
r ' 9 <p 9r 



Diesen Gleichungen kann man genügen durch die besonderen 
Lösungen : 

i) Siehe auch: A. Leon, Spannungen and Formänderungen einer um einen 
Ihrer Durchmesser rotierenden Kreisscheibe. Verlag Fromme. Wien 1906. 
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L, M und N sind Funktionen von r, welche den folgenden 
simultanen Differentialgleichungen gehorchen müssen, wie sich durch 
Einsetzung der Gleichung (10) in die Gleichung (9) ergibt: 

dL 



(11) 



r-j- + N=0, 

dr ' 

<*M mXT ' 
r dt- 2N =°> 

dr 



Aus der zweiten dieser Gleichungen bekommt man durch Diffe- 
rentiation: 

d*M , dM n dN ^ 

dr* dr dr 

dN 
Mit Hilfe der dritten läßt sich -j— eliminieren. 

dr 

2 d*M. dM 

d r* ' d r 

Wir führen nun eine neue Veränderliche q Bin. 

p = Zr, r = eQ. 

dg = l dM = l dM d*M __ 1 dM 
dr r 9 dr r' dr 9 dr* 
d*M 
d$* 

M=Ae*i* + Bc**<> 
x 2 — 4 = 0, #=±2. 



J_ d*M 

r*' dg r*' d q* 



— 4jf=0. 



e** 



(12) 



JT-^r-+£ 



i^=^r* — 



5 



V*' 



*-c-J[^+a 



Somit ist auch 

(13) M+2L=2C. 
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Die Gleichungen (10) und (8) kann man also auch in folgender 
Weise schreiben: 



(14) 



(15) 



ß = \Ar i J sin <p cos qp. 

v = 2lTT2 0){ L + 4(1 + 30) ° a + [ M +^ + 30 H 

-j-4(l + 30)aa+r4r 2 +- 2 + 4(l + 30)a6jsin 2 9J. 



Für die Verschiebungen Ar und At nehmen wir analoge Funk- 
tionen an, wie für i\ und ß. Es sei 

{j r = G + #sin 2 % 
A t = J sin (p cos (p. 

G, H und J sind Funktionen von r. 

Setzt man in Gleichung (2) für Ar und At die Werte aus (16) 
und für s a-f-6 sin 2 <p ein, so bekommt man: 

1 vdG , G + 7 . „ . „ " 1, 

w v =r+0L^ + -^- + (1 + 80)aa J+ 



. 1 \dH , H-2J , - , 



0) a 6 sin 2 qp. 



Die Gleichung (5) geht in die folgende über: 

(18) - VH-J d. 



ß = [ r Tr \sm 9 cos<p. 



ß und v sind uns aber auch in anderer Form, ausgedrückt 
durch L, M und N durch die Gleichung (17), beziehungsweise (10) 
gegeben. Daraus ergeben sich nun die folgenden Beziehungen: 

2fl-J <27 xr J * 
j~ = N. oder 
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(19) 



dG . g+j 1 n + 0. . tt . Bn . i 
dH < H—2J i ri + „ . ,„ . „„, ,i 



dr 
2H 



J dJ ._ 
r d r 



Aus diesen Gleichungen sind die Funktionen Q, H und J zu 
ermitteln. Addiert, beziehungsweise subtrahiert man die beiden 
letzten Gleichungen voneinander, so bekommt man: 

dH dJ , n H—J 1 |~l+0 „ ,„,„„, , 1 . ,t 
dr dr ' r 1 + 20 L 2 ' ' J ' 

dH , dJ H+J 1 ri+0ir. ,« . »„x J xr 

— 4-3 ^ — = _—_ L_T— Jlf.J_(i4-3 0)a& — A r . 

d?- ' rfr r 14-2 L 2 ' v ' ' J 

Multipliziert man ferner die erste der vorstehenden Gleichungen 
mit r 8 und dividiert die zweite durch r, so bekommt man: 

r*±{H-J) -t-Sr\H-J)=f r [r* (H - J)] = 

= rfzä [^ M + (1 + 8 0) a h ] r * + '* s N > 

-n?r,Ff , '+"+'i"']7-? 

Man erhält nun durch Integration: 

.r 3 rfr-| — - I Nr*dr, 
H+ /=^ rfn i_ r J*[ 1 -±ijf + (14-80) ai]^'- 

— r I — dr. 

£ und -F sind Integrationskonstante. Aus diesen beiden Glei- 
chungen sind H und J leicht zu finden. Um auch G zu bestimmen, 
multipliziert man die erste der Gleichung (21) mit 2r, die zweite 
mit r und addiert sie sodann: 



(20) 
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= rT20[4 L?(2i ' + - M)+(1 + 80)a(2a+6) ] r - 

Berücksichtigt man, daß %L-\-M nach Gleichung (13) gleich 
2 C ist, so erhält man : 

^[,-(2 + 5)]=^- [(1 + 0) (7+(l + 30)o(2a+6)]r. 



Daher ist: 

(21) 2G + if=- 



1 + 
1 + 



Cr- 



1 + 80 a 



J(2a + &) 



r ' 2(1 + 20) ~' ' 1 + 2 er,' v ~" ' "' ** **' 

D ist wieder eine Integrationskonstante. Da H schon bekannt 
ist, so bestimmt die Gleichung (21) die Funktion G. 

Die Konstanten A bis F sind aus den Randbedingungen zu 
ermitteln. Setzt man in die Gleichung (1) die Werte für z/r, 4t und v 
aus (16), beziehungsweise (15) ein, so gehen sie iü die folgenden über: 

\dG , r 1 + 30 



(22) 



9r= - 2 4^ + 2ir+-20) z -i+-20 a 



dH 



-*4£ 










2 (1 + 2 0) 
G+7 , 



Jf 



1 + 3 



■]- 

-o6jsin*9, 



r 2 (1 + 2 0) 
H—2J , 



1 + 2 

r 1 + 80 1 

L ! aal — 

1 + 20 J 



2jK| r +2(1+20) 



„, 1+3 ,1 . „ 



v \dJ . 2H—J1 . 



cos 9. 



Für die beiden Ränder, also für r = rt und r = r a müssen <f r 
und x verschwinden. Dies ist der Fall, wenn die folgenden Gleichungen 
Giltigkeit haben: 



(I) 

OD 

(HI) 



dG 



7 + 







r 1 + 30 



dr n 2(l + 2 0) 1 + 2 



\dU 

I dr + 2 (1 + 2 0) 



*r 1 + 30 , l 



1 +20 



r = Vi 
r-r.' 

r = ?%• 
r = r« 



dJ , 2H—J 



dr 



= 



r = r a m 



Man kann aus diesen Randbedingungen neue Beziehungen ab- 
leiten, welche die Bestimmung der Konstanten in einfacherer Weise 



Digitized by 



Google 



— 58 



gestatten. Multipliziert man (I) mit 2 und addiert sie zu (II), so 
erhält man: 



1 + 3 « fl(2o + 6 ) = 



r = n 
r = rä 



1 + 20 

2 L + M ist aber nach Gleichung ( 1 3) gleich 2 C und j^.( 2G + H ) 
läßt sich aus der Gleichung (21) finden: 



* ( , Ö+B ) *. 



1 + 



dr 



c 1 + 30 
2(1 + 20) 1 + 20' 



. r 4j % (2a + 6)rdr + i±|^a(2a+6). 



Somit erhält man 



D 1 + 30 . 1 + 30 ö C , n ,. , 

(7+ .— I (2a + o)rdr=0 

r 1 2(1 + 20) 1 + 20 >V V ; 



r = Vi 

r = r a ' 



Diese Doppelgleichung enthält bloß die Konstanten C und J9, 
so daß dieselben in einfacher Weise bestimmbar sind. 

In den Gleichungen (II) und (III) kann man -5— und -j- durch 

dr dr 

ihre Werte aus den Gleichungen (19) ersetzen: 



27- 



H + -Mr = 



\2H-J—i;Nr = 

Durch Subtraktion, beziehungsweise Addition dieser Gleichungen 
findet man: 

\l£-J=l-r{M+N) 
\ 6 

H + J=^-r(N— M) 

Setzt man in diese Gleichungen für M und N ihre Werte aus 
(12) ein, so gehen sie in die folgenden über: 

H-J=±Ar*\ r=sTi 



r = iu 


r = ?•« 


r = Vi 


r = r a 


veise A 


r = r f 


r = r a 


r = r, 


r = r a 



H+J=- 



I r = r a ' 
r = ra 
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H — J und B-\-J sind aber durch (20) schon bestimmt. Es er- 
geben sich somit die folgenden Beziehungen: 



(HO 



(IHO 



4- 



r- 8 +(T+W«/[ 1 4- 0i,/+(l + 30)a6 ] rSrfr - 4 
-j — i I Nr*dr = — A 

Fr+- 



r = r t - 



r.'f ?-¥*+«+' 



0) fl 6j-- 



— r § — dr= 

J r r 



r = Ta 



Setzt man in diese Gleichungen für M und N die Werte ein, 
so läßt sich aus der ersten Doppelgleichung zunächst E, aus der 
zweiten F eliminieren. Dadurch erhält man zwei Gleichungen, welche 
nur A und B als Unbekannte enthalten. Hat man diese ermittelt 
und in (II 1 ) und (III') eingesetzt, so kann man schließlich auch E 
und F ermitteln. 
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Über das elastische Gleichgewicht einer 
rotierenden, rechteckigen Platte. 

Die Formeln für den ebenen Spannungszustand lauten: 



wobei 



w l + lL5r + 5* J 



+ 
die räumliche Ausdehnung bedeutet 

Setzt man den Wert für v in die Gleichungen (1) ein, so be- 
kommt man: 

(la) 






Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 



(3) 



3 a r 9 x yw 2 

T~+ö — r=0, 

dr dx g 



Ersetzt man in ihnen die Spannungen durch die Gleichungen (1), 
so bekommt man: 



(4) 






c'X a 



*V 



(1+3 0) ^ + -j,— + -^ o. 
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t 
I. 

Es sei zunächst angenommen, das Rechteck sei sehr hoch im Ver- 

C 



S (4 x) 
hältnis zu seiner Breite, also b = oo. In diesem Falle muß — ^ — - 



dx 



konstant, Ar von x und 4x von r unabhängig sein. Es ist also: 

(2a) v -r+0L-W + (7 > 



jr- T f 



»-r-wf* » 




<*•> (I+ ,. ) *r + £^ + £ r ..* 

Setzt man für v den Wert ein, so bekommt man: 



>(^r)_ 



1 + yw 2 



r. 



W 3r« "" 2(l + 20)'lfy 

Daher ist 

cV 4(1-1-2 0) Ä£ ' * 



(6) 



^r = — 



1 + 



12(1 +20)'Ä£ 



r» + Ci r. 
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Es käme noch eine Konstante C\ hinzu, welche jedoch gleich 
Null ist, da für r = auch 4r = sein muß. 
Es ist also 

1 T 1 + r w \ 2. r-i-r~\ 






(8) 



r = 0. 



Zur Bestimmung der Konstanten C und C l dienen folgende 
Bedingungen: für r = a muß <y r =0 sein; ferner muß ein Schnitt 

normal zur Drehungsachse im Gleichgewichte sein, d. h. I <f x dr=0. 
Man erhält: 



(9) 






12(1 + 2 0)' Kg 

Durch Addition, beziehungsweise Subtraktion erhält man: 

r jl P - (l+0)( 3 + 70) yvfi 
li- 12(1 + 20) (1+3 0)' Kg"' 



3 + 5 y W « 
Cl_ °~l2(l + 2"0V^ a "- 



Somit ist 



(10) 



_ 3 + 120 + 1 10» y?o 8 2 
1 — 12 (1 + 2 0) (1 +30) ' £# a ' 



<?=. 







pur 



a 2 . 



6(i+3 0)'ify 

Durch Einsetzen der Werte für die Konstanten erhält man: 
1 y\ 



(11) 



dr= 



Ax= - 



12 a + 2 0)' Kg 

p 2 , 



y^ 2 f ,« «x • 3 + 120+11 2 j 



6(1 + 3 0)' Kg* X ' 

Kgl 31 +l+30 a J' 



12(1 + 2 0)' Kg 

—Et— +4 



<*r= — 



0. 



9 

y?ü ; 

2(1 + 20) '^ 



-[-+?]. 
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Man sieht daraus, daß die Spannungen sich nach Parabeln ver- 
teilen. 6 r ist von den Elastizitätskonstanten vollkommen unabhängig. 
<f x hingegen wird von beeinflußt. Für r = a erhält man: 
1 + 20 yw* 



(Ha) 



Jr - 6(1+30) 'Kg** 1 



Ax = — 







Z**t 



a*x, 



<*x= — 



• r -f^a*, 



6(1 + 30) Kg 


6 (1 + 2 0) (1 + 3 0) ' Kg 

yw* 

i /X 2 



3(1 + 30)- g 



2 (\ I Q flfN 

Da - \ y~ „ ' K=E der Elastizitätsmodul ist, so kann man 

1 + 20 ' 

auch schreiben: 

d r = — = . '- — a 3 . 
3E g 

Für r = erhält man : 
4x = — 



(Hb) 







6(1+30)* Kg 

3 + 70 



Y W 8 
i a 2 Xf 



r w* 



12(1 + 20) (1 + 80)' Jfy 



1 yw % a 

2 9 



<** = 



r = 0. 



t^^i 



6(1 + 20)' g 



Die größte Beanspruchung ist in der Drehungsachse vorhanden, 
hervorgerufen durch die radiale Normalspannung. Es ist die Tendenz 
vorhanden, die Scheibe längs der Drehungsachse aufzureißen. 



IL 

Wenn hingegen 6 sehr klein ist im Verhältnis zu a, so ist 
<y x = o zu setzen. Aus (l a) folgt 

2(4r) 2(4r) 



(12) 



CX 



1 + 20* <? r 
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Ferner ist t == 0, so daß die Gleichgewichtsbedingung (3) lautet : 

2 6 T y tu* 
< 13 ) Jrg r= °- 

Setzt man in die Gleichung für <J r , an Stelle von — ^ — - den in 



Gleichung (12) stehenden Wert ein, so bekommt man 

(14) *r = 



2(1+80) R H4t) = _ e 9{Ar) 
9r " * 



er 



1 + 20 

Die Gleichung (13) geht somit in die folgende über: 

c*(Ar) _ 1 + 2 yxo 2 ^ 



(15) 
Daher ist 



2r 2 



2(1 + 30)- Kg 



^) = _ A 4^_// r2 + Cund 

2r 4(1 + 30) Kg ' 



(16) 



Ar 



(1 + 3 0) Kg 

1 + 20 yw 2 R . n 
1 T^ r + Cr. 



12(1 + 30)' Kg 



Eine weitere Konstante entfällt, da für r = 0, Ar ebenfalls ver- 
schwinden muß. Zur Bestimmung von C dient die Bedingung, daß 
6 r Null wird, wenn r den Wert a annimmt. Somit ist 



C= 



1+2 y w 2 



1 yw 2 



a 2 = — '-— a 2 

4 (1 + 3 0) ' Kg ' 2 ' Eg' ' 



(17) < 



Man erhält demnach: 

1 + 20 yw 2 Y rt 1 l ytoT . • •! 

T =o. 

Für die radiale Spannung erhalten wir dieselbe Formel, wie 
im Falle I. 

Wenn r den Wert a annimmt, so wird 

1 + 20 ru?« l yw 2 , 

* T 6(1 + 30) Kg" 3 ' Eg"' 



(17 a) 



v = 0, 
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Das Ar des Randes ist hier ebenso groß wie im Falle I. Die 
Normalspannungen in axialer Richtung (<**) sind in der Nähe der 
Achse Zug-, am Rande Druckspannungen. Die Zugkräfte verkleinern 



Ar, die Druckkräfte bewirken das Gegenteil. Da 



I <s x dr = 



ist, so 



heben sich die Wirkungen am Rande auf und Ar nimmt in beiden 
Fällen die gleichen Werte an. 
Ist r = 0, so erhält man: 

[ Ar=0, 

1 



(17 b) 



v = 



y-£< 



4(1 + 30)-% 

1 yio 1 . 
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